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Diagonalisierung des Hamilton-Operators in der feldtheoretischen Formulierung
der nichtrelativistischen Mehrkanalstreutheorie *

R. WALTER

Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Stuttgart

(Z. Naturforsch. 25 a, 329—335 [1970] ; eingegangen am 21. Dezember 1969)

We discuss the general procedure of diagonalizing a field-theoretical Hamiltonian in the special
case of a multi-channel scattering problem in which the asymptotic fields and the interpolating

field are connected by a non-unitary transformation.

Einleitung

In der Mehrkanalstreutheorie treten im Gegensatz
zur gewohnlichen Streutheorie mehrere ein- und aus-
laufende Teilchensorten auf, die entweder aus einem
oder aus Bindungszustinden mehrerer ,elementa-
rer“ Teilchen bestehen. Wir wollen hier ein System
von nichtrelativistischen Bose-Teilchen einer einzi-
gen Sorte betrachten, in dem Bindungszustinde auf-
treten.

WEIDLICH hat in einer fritheren Arbeit?! gezeigt,
daB zur Diagonalisierung des zugehorigen feldtheo-
retischen Hamilton-Operators, die ja einer Losung
der Schrodinger-Gleichung in allen N-Teilchenkon-
figurationsrdumen entspricht, im allgemeinen Fall
der Anwesenheit von Bindungszustinden mehrere,
sogen. asymptotische Felder einzufiithren sind, die
durch eine nicht-unitire Transformation aus dem
urspriinglichen, sogen. interpolierenden Feld zu kon-
struieren sind. Weidlich hat die nichtunitire Trans-
formation direkt durch die als bekannt vorausgesetz-
ten Streulosungen der N-Teilchen-Schrédinger-Glei-
chung bestimmt.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir dieses Pro-
blem mit einer anderen Methode angehen, die dem
tiblichen Vorgehen der sukzessiven Diagonalisierung
des Hamilton-Operators in feldtheoretischen Pro-
blemstellungen entspricht. Wir erhalten fiir die ex-
plizit berechneten ersten Transformationskoeffizien-
ten ein gekoppeltes, nichtlineares Integralgleichungs-
system, das unter weiteren Nebenbedingungen ge-
lost werden muf}. Die Losung dieses Systems gelingt
durch Vergleich mit der 2-Teilchen-Schrédinger-Glei-
chung. Die Nebenbedingungen entsprechen gerade
der Vollstandigkeits- und der Orthonormalitétsrela-
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tion der Losungen der 2-Teilchen-Schrédinger-Glei-
chung. Ahnliche Untersuchungen lassen sich auch
fiir die hoheren Transformationskoeffizienten durch-
fiihren.

In §1 geben wir den Hamilton-Operator der
nichtrelativistischen Mehrkanalstreutheorie in ge-
wohnlicher Formulierung als N-Teilchen-Schrodin-
ger-Gleichung und in der feldtheoretischen Formu-
lierung an und diskutieren einen allgemeinen An-
satz fiir eine nichtunitire Transformation zur Dia-
gonalisierung des feldtheoretischen Hamilton-Ope-
rators mit Hilfe von asymptotischen Feldern.

In § 2 werden Bedingungen fiir die Transforma-
tionskoeffizienten untersucht. Wir erhalten fiir die
explizit untersuchten ersten Transformationskoeffi-
zienten ein gekoppeltes, nichtlineares Integralglei-
chungssystem, das in § 3 durch Vergleich mit der
2-Teilchen-Schrodinger-Gleichung gelost wird.

In § 4 untersuchen wir den Zusammenhang der
Transformationskoeffizienten mit den gewohnlichen
Moller-Operatoren des 2-Teilchenproblems.

§ 1. Hamilton-Operator der nichtrelativistischen
Mehrkanalstreutheorie, Ansatz fiir nichtunitire
Transformation

Wir betrachten N-Teilchensysteme, die durch die
Schrodinger-Gleichung

H®Mypy £® (1) =ipy+@® () (h=1) (1.1)
mit
! U | i
HO =HP +V® =5 — —A;+ 3 2V (| 1i—13])
j=1 m 1¥)
(1.2)

beschrieben werden.
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Der feldtheoretische Hamilton-Operator, der samt-
liche N-Teilchensysteme von N=0, 1, 2,...
menfafllt, lautet

zusam-

H— [ a%k Iy 1) (1)
1
g gy BT ey O e+ Tea—Teg— o)

V(| ko—Kes|) x w* (Key) w* (ko) w(ks) w(ky), (1.3)
wobei
(k) = ot
: (27)":
Die Teilchen sollen Bose-Charakter haben. Die Ver-
nichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren vy (k) bzw.
y* (k) der Teilchen mit Impuls k geniigen dann
den Vertauschungsrelationen
[y k), v* (k)] =0(k—K), (1.5)
[v(k),w(K')]=0. (1.6)
Der Hilbert-Raum H wird in iblicher Weise als
Fock-Raum aus einem Vakum | @,) mit
(k) | D) =0 fiir alle k
aufgebaut.

Nach den Untersuchungen von WEIDLICH! kann
im allgemeinen Fall der Anwesenheit einer Gruppe
von 2-Teilchen-Bindungszustdnden der feldtheore-
tische Hamilton-Operator, Gl. (1.3), durch eine
nichtunitire Transformation in die Diagonalform

JdBrexp{ik-r}V(r). (1.4)

(1.7)
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gebracht werden. Dabei sind «T (k) bzw. a. (k)
Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren fiir ein
Teilchen mit Impuls k, das sich fiir t— 1 o wie
ein freies Teilchen bewegt, fiir endliche Zeiten aber
in Wechselwirkung mit den anderen Teilchen steht.
Weiter sind b1, (K) bzw. b.,(K) Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren fiir ein System aus
zwei Teilchen mit Gesamtimpuls K, das sich fiir
t— T o wie ein freies 2-Teilchensystem im Bin-
dungszustand m verhalt, fiir endliche Zeiten aber
in Wechselwirkung mit den anderen Teilchen steht.

Die neuen Operatoren geniigen den Vertauschungs-
relationen

[a. (k),al(K)] =6(k—K),

[a. (K),a.(K)] =0,

(6. (K), bl (K)]=0(K—K') 0,0,
[bsm(K), b.w (K)]=0,

[a: (), b.n(K)]=[a.(K),bl, (K)]=0.
Der Hilbert-Raum H wird jetzt als Produktraum
der Fock-Rdume H,. und H;,. gemaf}

H=Hai ®Hl)t

(1.9)

(1.10)
aufgebaut.

Auf Grund der Vertauschbarkeit des Hamilton-
Operators mit dem Teilchenzahloperator

N= [&pvw*(p) v(p) (1.11)

k2
H= (#3k - —al 9
L k2ma‘ (k) 0. (k) lautet der allgemeine Ansatz fir den Zusammen-
K2 hang der Operatoren v* (k) bzw. v (k) mit den
3 S +
+%J.d K [4m tn| 0L m(K) b (K) (1.8) Operatoren a7 (k), a. (k), b=, (K) und b.,(K)
vie) = 2 -y
=2n"4+ m'+ 1l ! e

(@K, ... 8K, 3K, ... 3K, &k, ... 8%k, &k, ... 5K,

1+ (Klamq; ..

.K,,m, k...k,| K/ ,m;...

K, ,m, k,...K,;k) (1.12)

X bLm (Ky)...blm, (K,) al (k) ...al (Kp) bomy (KY) o bowy (K'y) as (k) .. a. (K'w).

Bei Anwendung auf Réume mit beschrinkter Teilchenzahl erhalten wir die Entwicklung

W+(k) = fd3k1lx (kl “ k) ai(kl)

+fd3kl d3k2 dakllxi (kl ) k2 il kl’; k) ai (kl) aj; (k2) a . (kll)

(1.13)

+2 &K, &Ky 7. (Ky,my | ky's k) 0T, (Ky) as (k') +0(2).

m,

Eine analoge Beziehung folgt fiir den hermitesch konjugierten Operator. Dabei bedeutet O (N) die Reste,
die nur Beitrige in n-Teilchenriumen mit n = N ergeben.
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Fiir den Koeffizienten y. (K, k.| k, ;k) gilt auf
Grund des Ansatzes die Symmetrierelation

z: (ki ks | k)5 k) =x. (Ky, Ky | Ky/5 k). (1.14)

§ 2. Bedingungen fiir die Transformations-
koeffizienten

Zur Festlegung der Koeffizienten y. sind zwei
Forderungen zu erfiillen:

a) Giiltigkeit der Vertauschungsrelationen,

b) Diagonalisierung des Hamilton-Operators.

Diese Forderungen legen die Transformation noch
nicht vollstandig fest. Insbesondere ergeben sich die
beiden durch * gekennzeichneten Losungen, die
durch die unitire S-Matrix des Mehrkanalsystems

fd3k1 d’k, ai (k) al (k)

desk:;[Xt (k3 “ k’)lr (k1 ) k2 ” ks; k) — X+ (ks ” k) X+ (k1 ) k2 H k:;; k,)]

+2 Kb, (K)
m
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gemal}
a_(k)=Sa.(k)S ;b _n(K)=Sb,,(K)S™!
[vel. Gl. (2.16) bei WEIDLICH !] zusammenhingen.

a) Forderungen an die Transformationskoeffizienten
aus Giltigkeit der Vertauschungsrelationen

Der Transformationsansatz Gl. (1.12) soll bei
Giiltigkeit der Vertauschungsrelationen der Opera-
toren {a.*,a.;b.*, b.} die Vertauschungsrelatio-
nen der Operatoren {y*, 1} wahren.

Aus der Forderung

[v* (), " (K')]=0 (2.1)

folgt beim Einsetzen der Entwicklungen Gl. (1.13)
und Normalordnung die Forderung

(2.2)

desks[%:(k:} “ k’) x: (K, m ” k3 k) — 2. (kg ” k). (K,m][ k;; k’)] +0(1) =0.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Forderungen

fd3k3[xt (ks “ k’) 1+ (kg Ky ” ks; k) — - (ks H k) 7. (k.. Kk, ” k;; K)]=0

und

fd3k3[xt(k3 “ k,)Xt(K,m" ks; k) — 2. (ks ” k)xt(K,mH k;; k)]1=0.

(2.3)

(2.4)

Weitere Forderungen an die hoheren Transformationskoeffizienten wiirden wir bei Beriicksichtigung von
hoheren Gliedern der Entwicklung in Gl. (1.13) erhalten.

Analog folgt aus der Forderung

[y (Kk),v* (k)] =0(k—K) (2.5)
die Bedingung
S(k—K') =[ &k 1% (k| K) 1. (Ko | ) (2.6)
+fd3k1 d3k2Dt(k, k’; kl,k2) ai (kl) at(kg) +0(2),
wobei
D. (k, k’;kukz) (2.7)

= 2fd3k3x1‘ (ks ” k) z. (k. ks ” k,; k)] +2fd3k3 li (ks k3 “ ki; k) y. (ks “ )
+2 [ &k, &k, 2% (ky, ke, ” ks k) 7. (s, by [Ks; K) + %fdaKXi (K,m | Fey; k) 1. (K, m | Fey; K).

Durch Koeffizientenvergleich entstehen die Forderungen

fd3k1 Zi (key ” k) x. (k, ” k') =o(k— k,)

und D.(k,K’; k,;,k,) =0. (2.8), (2.9)

b) Forderungen an die Transformationskoeffizienten aus der Diagonalisierung des Hamilton-Operators

Wir setzen nun die Entwicklungen Gl. (1.13) in den feldtheoretischen Hamilton-Operator Gl. (1.3) ein.
Wir betrachten zunéchst den Trivialfall der niedrigsten Naherung. Durch Vergleich mit der Diagonal-

form Gl. (1.8) erhalten wir die Forderung

PR K o sy * + 3
ﬁ‘fd ky &k, 7. (k[ k) 2% (k| k) ol (k) a. (k) = [ &%k

k?

2m

al(k)a.(k)+0(2). (2.10)
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Dies ist fiir den Ansatz 1(k| k) =0(k—K) (2.11)
erfiillt. Man konnte hier einen beliebigen, aber trivialen Phasenfaktor hinzufiigen. Dieser Ansatz erfiillt
auch die Forderung in Gl. (2.8).
Aus Gln. (2.3) und (2.4) folgt mit Gl. (2.11) in Ergéinzung zu Gl. (1.14) die Symmetrierelation
kl? ‘k k 1=k2j‘k’k,)
x:(K,m;\ K. k) =zi(K,m |k K. (2.12)
Unter Benutzung von Gl. (2.11) und diesen Symmetrierelationen wird der feldtheoretische Hamilton-
Operator in Gl. (1.3) beim Einsetzen der Entwicklungen Gl. (1.13) in der néchsthoheren Néaherung
2
He [0k at (k) a. (k)
2m
+.[d3ka dskb dskc d3kd A: (ka’ kb H kr, kd) ai— ( a) a‘ (kl)) a. ( r) a. (kd)
+ {ZfdsK d3ka dskb B: (ka’ kb H K’ m) a,i: (ka) aﬁ (kb) 1711(K) +hk}

+zyd3K d3KbC ,ma H Kb,mb) bim (K ) b+mo (Kb) +0( )

mit
2A:(kaakb”kc’kd)
k2 k? k2 k>
— (5 )t (e eal T + (4 5 ) 2 O, B | e e
2m 2m 2m 2m
B
+.“d3k1d3k2< 1'+ -')Z:(ka,kaklakh) Zi (k("dekl’k;’_)
2m 2m
o L Sk e —Kea) [V (R, |) + [V (| Ky, )]
2(27)"
+'2’(2%1/;.rd3k1d3k26<k e, oy — o) [V ([ Ko —Tey ) +7 ([ Ty —Tey D] 7% (B, Fea | ey, o)
g pyee R B0 Oyt ey e o) [ (e~ ) 7 ey T ) 7 O, By [ ey )
+ 2(211),,,! [ d%ke, a3k, A%y %M, O (Rey + boy — ey — Key) [V ( Ty — Koy ) +V ([ Ky — ey )]
Xlz(ka:kb } khk:z) Zi (kcakd ‘k3’k4)9
2B. (k. k| K, m) = (zk )ZI(K,mHka,kb) (2.14)

k3 |
+ fd3k dakz( 2 H')}'-»(kg,kb ]|k19k2) l*: (K,m“ kl’kﬂ)

+§——(21~t)3/—!~j‘d3k1d3k26(ka —}—k[,—kl*‘kg) [f/(fka'kly) +’i/(‘kb~kl‘})] Zik_—(K,mw kl”‘:?)
. 72(2177,/ [ a3, d, A%k, A%, & (T, + ley — Fey — Tey) [V ~(u«cl_lm) SV (Tey—Tey )]

ka,kb‘klak *(Km k3’ 4)9
2Ci(Kasma ’I Kbamb)

5 k% " '
L F i PR S S A NN
g gy | e Pl Pl e, Oy Ty ey o) (7 ey e ) 4V (Tey e )]

XZ:(Ka,ma J‘ klvk?_) Zi (Kbsmb ‘.j k37k4) .
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Durch Vergleich mit der Diagonalform Gl. (1.8) des Hamilton-Operators erhalten wir die Forderungen

(I) Ai(kaskb ” k(" kd) =0
an B. (I, by | K,m) —0, (215)
) €. Ky ma | Kma) = (12— ) (K, — K) b

Dies ist ein gekoppeltes, nichtlineares Integralgleichungssystem fiir die Transformationskoeffizienten
Xt(k(I’kb H kcakd) und Zt(Ka9ma “ kC?kd)'

Die Integralgleichung (I) enthilt nur die Transformationskoeffizienten . (k,, k; | k., k;), die Inte-
gralgleichung (III) nur die Koeffizienten z. (K,, m,| k., k;). Die homogene Integralgleichung (II)
koppelt die beiden verschiedenen Typen von Transformationskoeffizienten.

Die Integralgleichung (II) ist fiir die Wahl y. (K',m" | k., k;) =0 eines bestimmten Bindungszu-
standes K’, m’ erfiillt. Falls man die zugehorigen Operatoren b1, (K’) und b.,/(K’) in dem Trans-
formationsansatz Gl. (1.12) erst gar nicht einfiihrt, ist auch die Integralgleichung (III) erfiillt. Die Inte-
gralgleichung (I) ist unabhingig von dieser Wahl erfiillbar. Dies bedeutet, dal wir auf Grund der In-
tegralgleichungen (2.15) nicht gezwungen sind, alle Bindungszustinde des betrachteten Systems in dem
Transformationsansatz zu beriicksichtigen.

Wir miissen neben den Integralgleichungen (2.15) aber auch noch die Bedingung (2.9) aus der For-
derung nach Giiltigkeit der Vertauschungsrelationen erfiillen. Wir werden in § 3 [vgl. Gl. (3.7)] sehen,
daB} sich diese Bedingung gerade auf die Forderung nach Erfiillung der Vollstandigkeitsrelation der 2-Teil-
chenzustinde reduziert. Auf diese Weise wird die Beriicksichtigung aller Bindungszustinde des 2-Teil-
chensystems in dem Transformationsansatz erzwungen.

§ 3. Losung des Integralgleichungssystems

Das Integralgleichungssystem (2.15) sieht zundchst recht kompliziert aus. Andererseits miiite dessen
Losung der Kenntnis aller 2-Teilchenzustinde entsprechen, da wir bei der Entwicklung in Gl. (2.13) des
Hamilton-Operators Glieder mit O(3) vernachldssigt haben.

Fiithren wir mit der Transformation

2e (kg ko | By Bey') = X’i (ky, ks “ k' k) — [0(F;—F,) 6 (ky—Ky') laym. (3.1)
mit
[0 (key— k) O(Ky—Ko') Jsym. = $[0 (K, — ky) O (Ky— ky) + (ks —Key') 6 (ke — k') ) (3.2)
neue Koeffizienten 7. ein (fiir diese gelten die gleichen Symmetrierelationen wie fiir die Koeffizienten y.),
so vereinfacht sich das Integralgleichungssystem betrachtlich, und durch geschickte Umformungen erhalten
wir die Darstellung

(I) s fd3k1 d3k> Z’i (k.. ks H k. k)
2
x |2 *5;) 72 ey [Ty o) 5 Tk T (T ) 272 e ey | ey + e, kg—m] (3.3)
2
(X ) oy e 0 Bl
(IT) ~ fd3k1 d’k, X,i (ko, by | Ky, Kes)
k 5
X [(?%‘*’?ﬁ) X_t (K,m” k.. k) + (2 )s/2 fdskV lk|) Xi (K, mH k,+k .k, k)= (3.4)
(I1I) e %fd3k1 &’k 2. (K, m, ” k.. k)
ki k3
X [(Trlrz+ - 7* (Ky, my “ k.. k) +- (2 )s/, &’k V(‘k‘) 1= (Ky, my H k, +k k;,— k) (3.5)

:(E;’; — 8m»> 0 (K, —K3) Oma,mo.
4m
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Ein Vergleich mit der Impulsdarstellung der 2-Teilchen-Schrodinger-Gleichung fiihrt uns zu dem Losungs-
ansatz

o (kl ’ k’ H ka’ kb - W*m ks (ka’ kb)
1o (Kom | Teu by = V2 y2 8o (e, Tey) . (3.6)
Mit Verwendung der Normierungsbedingungen der Losungen der 2-Teilchen-Schrédinger-Gleichung sehen

wir, dal Gl. (I) und Gl. (III) erfdllt sind. Gl. (II) folgt aus der Orthogonalitat der Streulosungen zu
den 2-Teilchen-Bindungszustianden.

Mit den Ansétzen in den Gln. (2.11), (3.1) und (3.6) wird aus der Forderung Gl. (2.9) der Giiltig-

keit der Vertauschungsrelation Gl. (2.5)
f d3k1 d3k2 y)(:zt)kn ky (ka 1 kl)) ’l/":‘:’fh k, (k(‘ ’ kd) (3.7)
+ Z f d3K WTK m (ka s kb) w(ﬂa-_);(,m (k09 kd) = [6(ka - kc) 6(kb - kd) ]sym. .

m

Dies ist gerade die Vollstandigkeitsrelation der Losungen der 2-Teilchen-Schrodinger-Gleichung.
§ 4. Zusammenhang der Transformationskoeffizienten mit den gewchnlichen Moller-
Operatoren des 2-Teilchenproblems

Im Fall des 2-Teilchenproblems kann man zur Abbildung der freien Zustinde ¢%., &, auf die Streu-
zustande %k, k, gemiB

Yk, b = QO @il i, (4.1)
Moller-Operatoren Q23 (*) (vgl. etwa NEWTON 2) einfithren. Diese Operatoren besitzen die Eigenschaften
QO+ QO ~ 1), | (4.2)
QO() Q@)+ _1gn A®, (4.3)
QOH+A® _0 (4.4)

wobei A® gemif
A® =3[ BK [ yEm) (yEm (4.5)

durch die Projektionsoperatoren der 2-Teilchen-Bindungszustande gegeben ist.
Auflerdem gilt

QB+ HO Q@) _ gP, (4.6)

Dies ist eine nichtlineare Bestimmungsgleichung fiir den Meller-Operator.
Der Moller-Operator des 2-Teilchensystems kann formal durch

QO - [ B3k, B3k, | Y2k, k, ) (Phok, | (4.7)
dargestellt werden. Fiir die Matrixelemente des Meller-Operators folgt
(Ko, Iy | QB | ko, beq) = T, ka (Ka, Ky) . (4.8)

Mit Gl. (3.6) folgt damit als Zusammenhang der Transformationskoeffizienten mit den gewéhnlichen
Moller-Operatoren

X,i (kl’ k2 H ka’ kb) = <k1’ k2 | Qe+ | ka’ kb> )
X/i-k (kl ’ kz H ka ’ kb) o <ka: kb | 9(2)(i) ’ kl ’ kz) . (4‘-9)
Setzen wir diesen Zusammenhang in Gl. (3.3) ein, so entsteht

(1) ~— [ &k, &k, | Keay Ky | QO Ky Key) (Key, Ko | HO QOE) | K, ky) = (Ko, Ky | HY | K., g

2 R. G. NEwTON, Scattering Theory of Waves and Particles, McGraw-Hill Book Comp., New York 1966.
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oder in formaler Darstellung (4.10)
(1) e QRET @ Q@) = HP), (4.11)
Analog entsteht aus Gl. (3.4)

(I1) [ &y &y (Kol | QO Ky k) (Key Ky | H® [ 4@ (K, m) ) =0 (4.12)
oder formal

(II) ~— QOB T D =0, (4.13)
Da dies fiir alle {K, m} gilt, folgt

(II) QB+ A@ -0, (4.14)

wo A® der Projektionsoperator des Raumes der 2-Teilchen-Bindungszustinde ist.

Die Integralgleichungen (I) und (II) reduzieren sich also auf die bekannten Bedingungen (4.6) und
(4.4) der Meller-Operatoren. Die Beziehung (4.2) der Moller-Operatoren folgt direkt aus der Normie-
rungsbedingung der Streulosungen des 2-Teilchenproblems.

Die hier gezeigten Zusammenhénge lassen sich auch expizit bei Beriicksichtigung hoherer Glieder der
Entwicklung in Gl. (2.13) verfolgen, sie werden aber sehr verwickelt, da die Transformationskoeffizien-
ten des N-Teilchenproblems mit den Moller-Operatoren aller n-Teilchensysteme mit n < N zusammen-

hangen.

Herrn Prof. W. WEIDLICH danke ich sehr herzlich fiir anregende Diskussionen und wertvolle Ratschlédge.



